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Capitolul 1. Uneltele si fundalul

Scopul meu in aceastd carte este si Qxaminez fenomenul incompletitudinii
modale si s3-1 explic prin intermediul incompletitudinii logicii de ordinul al doilea. De v
aceea, vdi incepé prin a schita principalele elemente ale fundalului pe care p.oat’e fi
dusi pand la capdt o Intelegere adecvati a acestei teme. !

Meritd si observim, mai Intéi, ci o intelegere profundi a chestiunilor modale si
a grupului de sisteme modale, care fuseserd dezvoltate anterior in mod axiomatic,
'apro-apé fird nici o idee despre ce fnseamnd ele, nu a putut fi obtinutd pand ce nu a
fost forﬁulaté o semantica satisficitoare pentru limbajele modale la sfarsitul anilor
1950 si inceputul anilor 1960, in lucrari datorate in principal lui S. Kripke, S. Kanger,
sau J. Hintikka. fn mare, ideea acestei abordidri semantice (model-teoretice) a
limbajelor modale, cunoscuti drept “semantica lumilor posibile”, este o foarte
ingenioasd generalizare a notiunii de interpretare pentru limbajui logicii (non-modale)
de ordinul inti. Aceastd generalizare poate fi dusé cu succes pani la capat, pentru ¢
strategia pe care o incorporeazi este apta si ocoleascd unele probleme produse de
citre principalul contrast dintre. conectorii propozitionali veri-functionali si conectorii
propozitionali modali: in timp ce primii au o semantica veri-functionald care conduce

destul de usor si de direct la o definitie formald a adevarului si a validititii pentru

! Pentru prezentarea fundalului §i a clementelor pregatitoare in acest capitol cf. urmatoarele
surse bibliografice principale: Bowen, Kenneth A. Model Theory for Modal Logic. Kripke Models for
Modal Predicate Calculi, D. Reidel Publishing Company, 1979; Chellas, Brian Modal Logic. An
Introduction, Cambridge University Press, 1980; Fine, Kit Model Theory for Modal Logic. Part1- DE
RE / DE DICTO Distinction’, Journal of Philosophical Logic 7 (1978), pg. 125-126; Fine, Kit 'Model
Theory for Modal Logic. Part I - The Elimination of DE RE Modality’, Journal of Philosophical Logic
7 (1978), pe. 277-306; Fine, Kit 'Model Theory for Modal Logic. Part 1II - Existence and Predication’,
Journal of Philosophical Logic 10 (1981), pg. 293-307; Forbes, Graeme An Introduction to Modal
Logic, Tulane University, 1994; Hughes, G. E. si M. . Cresswell An Introduction to Modal Logic,
Routledge, London - New York, 1968; Hughes, G. E. si M. J. Cresswell A Companion to Modal Logic,
Methuen, London - New York; 1984; Hughes, G. E. i M. J. Cresswell A New Introduction to Modal
Logic, Routledge, London - New York, 1996.
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formule din acel limbaj, cei din urmi nu au o astfel de semanticd. Prin urmare,
conectorii modali nu pot fi definiti drept functori de adevar, deoarece nu exista nici o
functie de adevar pe care ei s30 exprime. Totusi, dacd putem “impacheta” laolalta, ca
sd zicem asa, Intr-0 structﬁré, mai multe interpretiri de genul aceleia cerute pentru a -
face semantica logicii non-modale de Qrdimﬂ ntéi, si daci structura este dotatd cu
relatii intre acele interpretiri, atunci putem avea o solutie pentru problema gasirii
conditiilor de adevir ale operatorilor modali, de-a lungul acelorasi linii de constructie
ca si acelea ale solutiei semantice mai docile pentru conectorii veri-funcﬁoha]i.

Sa notam pe scurt, acum, cd o interpretare ./ pentru o secventd in limbajul
logicii (non-modale) de ordinul intdi este o pereche /= (D,V), constind dintr-un
domeniu D = {0, ..., o, ...} de indivizi §i o atribuire' V de valori -semaﬁtice
corespunzitoare pentru variabile, predicate si constante individuale. Astfel, /trebuie
sd oglindeascd clauzele sintactice ale definitiei recursive ale unei formule bine
formate (fbf) si urmeaza sa prqducﬁ o valoare semantica pentru o fbf ¢ in functie de
valoarea semanticd (respectiv valorile semantice) pe care V le atribuie subformulelor
bine formate ale lui ¢. Conditiile pe care le satisface V sunt: (i) pentru fiecare
constantd individuald a acelui limbaj, si nu pentru alte simboluri, V va atribui o
referintd care este un individ iuat din D; (ii) pentru fiecare litera-predicat n-adica
Aty...ty, si nu altele, o functie éaracteristicd_A, astfel tnct A(V(ty) ... V(t))) = T daca
si numai daca (ddacd) <W(t)), ..., V(t.)> € V,(A), ceea ce revine la o atribuire de n-
tupluri de obiecte din D pentru A, si 'anume acelea despre care A este adevarat in ./
(iii) pentru fiecare simbol functional f de n locuri din acel limbaj, si nu pentru alte
simboluri, o functie f, care este multi_mea tuturor acelor n + 1-tupluri <<oy, ..., 0,>,

0n+1> Th D astfel Incat 0,4 este valoarea unicd in D a functiei f atunci cand n-tuplul
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<0y, ..., 05> este argumentul lui f; (iv) pentru fiecare literd-propozitie 7 in limbaj, si
nu altele, o valoare-de-adevdr, adevarul (T) sau falsul (L), dar nu amandoud; (v) V

expliciteaza clauzele semanticé obignuite pentru vocabularul logic alblimbajului, viz.

definitiile din tabelele de valori dev ade_vér pentru conectorii propozitionali si da o
expl'icvitare semantica pentru cuantificatori. |

Ideea fundamentald a generalizérii acestui tip de interpretare pentru limbajul

- logicii de ordinul intdi la un limbaj modal de ordinul intdi se bizuie pe abordarea

semanticd a operatorilor modali in calitate de cuantificatori ai unui domeniu de entitati
specifice, numite lumi posibile. Astfel, operatorul necesitatii (simbolizat prin ‘0’) se

comportd precum un cuantificator universal al carui domeniu este domeniul lumilor,

iar operatorul posibilitatii (‘¢°) este interpretat drept cuantificator existential. Pe
scurt, a da o interpretare pentru o secventi in limbajul logicii modale a predicatelor
inseamni si stipuldim o multime de lumi, structuratd printr-o relatie diadic, fiecare
lume fiind un model de genul lui Z de mai Sus. Astfel, tntr-un anumit sens, atunci
cand construim o semantici modali, avem nevoie de “mai multe entititi” (lumi) de
genul acelora de care avem nevoie atunci cand construim semantica logicii nemodale

de ordinul intéi, deoarece fiecare lume indeplineste sarcina unei interpretari ./ care

este cerutd in cazul nemodal. Efectul modal al lui ‘0’ si respéctiv <0’ este dat de

evaluarea formulei care se afli in domeniul operatorului modal la toate lumile,
respectiv la unele lumi, care se afld intr-o ariumitd relatie cu lumea la care trebuie
evaluatd formula modali initiala.

Deoarece fenomenul i‘ncompletitudinii modale apare in logica modald a

propozitiilor, nu existd nici un motiv special pentru a intra in detaliile teoriei
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modelelor pentru limbajul logicii modale a predicatelor. Prin urmare, din interpretarea
- [ specificatd mai sus trebuie si retinem numai acea clauzi care reglementeazi
atribuirile de valori de adevar literelor-propozitie si clauzele de evaluare obisnuite
pentru conectorii propozitionali in. interpretiri. Pentru a construi un model pentru
secvente modale in li.mbajul. logicii modale a propozitiilor (LLMP) vom avea nevoie
de o multime (structuratd de cétre o relatie} de mai multe interpretiri de genul celor
cerute in cazul nemodal.

Astfel, limitdndu-ne doar la cazul modal propozitional, o interpretare sau un

model Mal unei secvente in LLMP va fi un triplet A/= (W _, R

w R VM), unde WMeste

o multime de lumi; R este o relatie binara pe multimea W, astfel incat pentru fiecare
wisiw, i,je N, <w w>e RM ddacd w; sti in relatia RM cu wj, iar RM satisface
angmite conditii care vor fi prezentate mai tarziu; §i V ; I7-> (W) este o functie care
este definitd pentru fiecare literd-propozitie 7 € 17 din limbaj si ia valori in multimea
tuturor submultimilor lui W, atribuind pe aceastd cale fiecdrei litere-propozitie 7 o
' submultime de lumi din W _(intuitiv, acele lumi la care 7 este adevirata); astfel, V(7)

e p(W).

in termenii acestui aparat putem defini acum conceptele formuld adevirati la o
lume w intr-un model M, si de formulﬁ validi in M. Astfel, adevirul unei formule la o
lume intr-un model este definit inductiv prin intermediul conceptului relatiei de
satisfacere ‘=’ (a se citi: ‘satisface’), i. e. = S (M w) x Sent (LLMP). Asadar,
sétisfacerea tine intre formule si modele si este cea I;lai micd relatie care intruneste

conditiile:

.pentru fiecare literd-propozitie 7in LLMP, (M w) = rddaciw e V L7
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pentru fiecare fbf-uri @si ¥'1in LLMP,

(M w) & ~Pddaca (M w) ¥ @,

(Mw) = ®& Pddaca (M w) = @si (M w) E sv

(Mw) e @v ¥ddaci (M w) = @sau (M w) E ¥si

(M w) e @— Wddaca (M w) ¥ Psau (M w) = ¥

pentru fiécare fof @in LLMP,

(M w) = D@ ddaci (Yu € W )(dacd R yu atunci (A u) = &),
pentru fiecare fbf @in LLMP,

(M, w) = O dddaci (Fu € W )R pusi (Mu) = D).

Conceptul definit mai sus ne permite sd introducem acum conceptul unei

formule @ valide intr-un model A/= (W,, R

+ R, V,,) cafiind acea formuld @ care este

adevaratd la fiecare lume win W ; astfel, = Pddaca Vw e W, (Mwy e @,

Totusi, principalul concept de validitate care va prezenta interes pentru noi in
aceastd monografie nu este acela al unei formule valide intr-un model. De fapt,
conceptul de validitate poate fi rafinat mai departe si aceasta se va dovedi ca are
consecinte importante pentru chestiunea pe care o examindm aici, viz. sisteme modale
complete vs. sisteme modale incomplete. O notiune de formuld validd care cu
siguranté cd este foarte atl'égétoére in general - si la un nivel intuitiv - este aceea de
formuld adevarati, indiferent de valorile de adeviar atribuite literelor-propozitie
(variabilelor, in alte versiuni) ale acelei formule de cétre interpretirile tuturor
literelor-propozitie din formuld. Recunoagtem aici notiunea comund de validitate ca
adevir in toate interpretéarile posibile ale literelor-propozitie care'ﬁgureazé in structura unei

formule. Omologul modal al conceptului nemodal de interpretare pentru literele-propozitie
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este tripletul A/= (W, R

v+ V,;)- Asadar, a spune c& o formuld modald @ este valida

potrivit acestei notiuni de validitate inseamnd a spune ca @ este adevarati indiferent

de valorile atribuite fiecarei litere-propozitie z1in @ de citre componenta V yalui M=

W, R,,V,). Atunci cand interesul nostru se focalizeaza asupra acestei notiuni de

validitate, putem ignora functia de valorizare V si in felul acesta riminem doar cu

componenta (W, R ) a tripletului A7= (W, R _,
M o Nu

V,,)- Prin urmare, gratie acestei
notiuni comune de validitate pentru o formula modald in LLMP suntem condusi la un
concept metalogic foarte important pentru sistemele modale §i anume conceptul de
cadru (frame).

Un cadru # este o pereche care constd dintr-o multime de lumi §i o relatie

binara pe acea multime, i. e. = (Wy Ry). Daci A/= (W, R,V )=(Z, V),

M b
spunem ci Afeste bazat pe cadrul Fsi ci Feste cadrul lui M
Bazindu-ne pe acest concept nou, putem extinde acum definitia unei formule

modale valide astfel: @ se va spune c3 este valida intr-un cadru Z= (W R ) ddaca

pentru fiecare model A/bazat pe £’si pentru fiecare w in fiecare astfel de model,

(M w)E .

Este bine sd ne oprim aici §i sa remarcdm ca exista o deosebire importanta intrel
cele doud concepte introduse p&nd acum, viz. conceptul de formuli validi intr-un
model si conceptul de formula validad intr-un cadru. De fapt, numai conceptul din
urma capteaza ideea intuitiva care se afld in spatele validitatii ca adevir, indiferent de
valorile de adevir atribuite partilor atomare ale unei formule. Cici, asa cum se poate
vedea cu usurintd, potrivit primei notiuni, chiar si o literd-propozitie poate fi formula

validéd, daca modelul In care este evaluata validitatea sa se Intdmpla sa contind numai
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lumi la care acea litera-propozitie este adés)a‘u‘até. Morala aici este ca daca vrem ca
* validitatea sa Insemne adevér pentru fiecare interpretare a literelor-propozitie ale unei
formule, atunci notiunea de validitate Intr-un model, sau chiar intr-o clasi de .modele
care au 0 anumita caracteristica; nu ne va fi de nici un folbs. Pentru cé acea notiune nu
va capta ideea intuitiva in toate modelele. .

Aceeasi idee a paragrafului énterior poate fi reformulatd si sub forma
observatiei importante ca validitatea intr-un model nu este conservatd de cétre toate
regulile unui sistem modal normal S. Pentru a Intelege de ce stau lucrurile aga trebuie
sa facem clara notiunea de sistem modal normal. Astfel, ceea ce intelegem printr-un
sistem modal normal este exact o colectie de formule ale unui limbaj al logicii

modale. Fiecare membru al unei astfel de colec"gii (sistem) S este o teorema a lui S. Un

sistem modal S este denumit normal, daca S poate fi specificat in felul urmator: (i) S

f
9

con’,c'ine ca teoreme toate formulele valide ale limbajului logicii (nemodale a)

propozitiilor; (ii) S contine formula modald K (denumire care a fost aleasa in onoarea
Iui Kripke) O(A — B) > (OA —> OB), care este unica secventi-axioma a celui mai

slab sistem modal propozitional normal K; (iii) S are urmitoarele trei reguli de
transformare, care produc teoreme noi ale lui S din teze anterior existente n S:
Substitutia Uniforma (SU): dacd o este o teorema a lui S, tot asa este fiecare

instanta-substitutie a lui o;

Eliminarea Conditionalului, i. e. -E (sau modus ponens): dacd s 0 — z§i s 0,
atunci s 7, i

Necesitarea (N): dacid 5 o, atunci s O 0.

Sisteme modale propozitionale normale bine-cunoscute, care sunt extinderi ale

sistemului K, sunt sistemele T, S4, B, S5. Sistemul T este K + axioma (T) DA — A,
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S4 este T + (4) DA —> DOOA (sau, altfel spus, KT4), Beste T + (B) A > 0O0CA (sau

altfel KTB) si S5 este T + (E) A — OCA (sau altfel KTE):

S revenim acum la remarca potrivit careia validitéltea intr-un model nu este
consérvaté de citre toate regulile unui sistem modal normal S. Pentru a justifica
aceastd afirmatie este suﬁciént sd se observe cd dintre regulile de transformare ale
oricirui sistem moda! normal S, numai —»E si N au capacitatea de ‘a conserva
validitatea intr-un model. fn timp ce SU nu are aceastd capacitate. Pentru a vedea

aceasta sd notdm ca dacd ceea ce se intelege prin validitate este ‘adevir in fiecare

lume w a unui (unic) model A/°, atunci, potrivit acestei definitii a validititii,
instanta-substitutie (T'), viz.
(TYOB 1B
a axiomei-T
(T) DA T A,

poate fi nevalida, chiar daci T insdsi este validi in A/ Fie M = (W, R, V) un model
definit de catre conditiile W = {wy, w2}, R ={<w;, wo>} si (M w)) = A, (M w)) ¥ B,
(M wy) = A, (M w) & B. Nu este greu si se vadi ci T este adeviratd tn w; si w2, si
ci este prin urmare validd in A4 deoarece nici nu este cazul ci (A w)) = OA si
(M w;) ¥ A, si nici nu este cazul ¢a (M w,) = DA si (M wy) # A. Totusi, T este
nevalidi in A/ deoarece (A4 w;) = OB, Intrucit w; vede doar pe wz si (M w») = B,

dar cu toate acestea (A4 wy) ¥ B.
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Este foarte firesc si se considere atunci ca nu putem folosi in nici un fel aceastd
notiune de formuld valida Intr-un model. Totusi, lucrurile nu stau asa. Pentru c3 acest
concept se dovedeste a fi foarte util .Tn investigatia metalogica a completitudinii
sistemelor modale' cu privire la clasa cadrelor care caracterizeazi sistemele. Dar
pentru a-i dovedi utilitatea, conceptul de formula valida fritr-un model trebuie asociat
cu un tip foarte special de model, care este denumit model canonic. Ne vom intoarce
la aceastd chestiune deindata.

Inainte de a examina mai departe aceastd chestiune preliminari, as vrea sa
adaug incd un cuvint privitor la motivatia subiacentd prezentarii ‘uneltelor si a
fundalului’ in felul in care am ficut-o aici. Ratiunea urmaririi acestei linii de
argumentare nu este numai aceea cid astfel se poate ardta cid principalele concepte
metalogice necesare pentru a face metateoria logicii modale ‘cresc’ din conceptele
folosite in logica nemodala de ordinul intii, desi acest fel de a aborda lucrurile ne va
permite accesul la intelesul acestor concepte modale si la aparatul semanticii modale
intr-un fel mai propriu si mai.lesnicios. Ratiunea in cauzi este totodati aceea ci
abordarea acestei chestiuni pe calea similaritétilor dintre limbajul modal si cel al
logicii predicatelor este foarte utila si promititoare pentru intelegerea limbajului
modal, in interpretarea datd, ca fiind izomorfic cu limbajul logicii de ordinul al doilea.
Punctul central al acestei refnarci, a cérei ford va emerge cu putere mai tarziu in
aceastd carte, este cd pentru fiecare propozitie In LLMP poate fi construitd o
propozitie corespunzitoare in limbajul logicii de ordinul al doilea, in aga fel incét cea
dinti este adevdrata in interpretarea modald dacd gi numai dacéd cea din urmi este
adevdrata intr-o interpretare de ordinul al-doilea care corespunde — Intr-un sens care
va fi facut precis mai tdrziu - interpretdrii modale, care face adevidratd propozitia

modal3 initiala.
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